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1. Contexte 
 
Dans le cadre du projet Pilier 1 de Solvabilité 2, INVOKE développe une librairie C++ de 
valorisation en Best Estimate des produits d’assurance élémentaires et des produits de 
l’actif. Pour ces derniers, une nomenclature précise est publiée par l’EIOPA. Elle regroupe 
les actifs en CIC (Complementary Identification Code).  Ce classement s’articule en 9 
catégories de produits simples (de 1 à 9) et 6 catégories de produits dérivés (de A à F). 
Une dernière classe (0) est attribuée aux autres investissements.  
Il faut ajouter à la première lettre du classement une sous catégories (de 1 à 9) qui précise 
encore la nature du produit. Par exemple, la catégorie 1 regroupe toutes les obligations 
d’états. Un produit classé 1.6 est une obligation d’état avec comme spécificité d’être 
couverte (Covered Bonds). Cette nomenclature se trouve à l’adresse référencée en 
annexe 6.1. 
Pour être exhaustive sur la valorisation des actifs, la bibliothèque de fonction d’INVOKE 
doit donc proposer pour chaque sous-catégorie une solution de valorisation adaptée. 
C’est le cas notamment pour les sous-catégories 7 -Dérivés climatiques et catastrophes - 
et 8 - dérivés de longévité-.  
L’étude de documents académiques concernant le pricing de ces produits (liste en annexe 
2) permet de conclure que certains modèles mathématiques de valorisation sont plus 
couramment utilisés. Dans la suite de cette note, ces produits dérivés seront définis et 
des solutions de valorisation proposées. 
 
2. Dérivés Climatiques 
2.1 Introduction 
Un grand nombre d’acteurs économiques voient leur activité et leurs résultats influencés 
par les conditions climatiques et météorologiques. Et les bouleversements climatiques 
actuels liés au réchauffement global ne font qu’accentuer les inquiétudes sur leur vie 
économique future. Se couvrir contre les risques naturels devient donc un de leurs enjeux 
essentiels.  
Les compagnies d’assurance proposent depuis toujours des produits de couverture sur 
ces risques mais depuis les années 1990, des produits d’assurance sont aussi côtés sur les 
marchés financiers, sur le CME (Chicago Mercantile Exchange) et le LIFFE-Euronext. Ces 
produits dérivés complètent la couverture de ces risques. Les flux de ces dérivés 
climatiques dépendent de l’occurrence de certains évènement météorologiques. Ils sont 
de deux ordres : les dérivés climatiques qui seront étudiés dans ce chapitre et les dérivés 
catastrophes qui seront présentés dans le chapitre 3. 
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2.2 Définition des produits dérivés climatiques 
Les dérivés climatiques sont classiques dans leur structure. Il s’agit d’obligation, de swaps, 
de futures et d’options. Mais leur sous-jacent est particulier : il représente un évènement 
climatique. Les plus courants sont les dérivés de températures mais Il existe aussi de façon 
marginale des dérivés sur les précipitations ou l’ensoleillement. Sans perte de généralité, 
seuls les dérivés de température seront donc présentés dans ce chapitre.  
Sont cotés sur le CME des indices officiels de température. Il s’agit du HDD (heating 
degree-day) et du CDD (cooling degree-day).  
2.2.1 Définition de la température pour une station météo donnée 
 
La température en Degré Celsius du jour i pour une station météo donnée est noté  
 
Soit  la température maximale observée le jour i en Degré Celsius 
Soit  la température minimal observée le jour i en Degré Celsius 
 
Alors 
 
 =  + 2  
Deux indices quantitatifs mesurent quotidiennement la température pour refléter la 
demande d’énergie nécessaire pour chauffer et/ou refroidir les maisons et les usines. 
L’idée consiste en ce que le chauffage (respectivement le refroidissement) est 
habituellement exigé lorsque la température descend en dessous d’un niveau de 
référence (respectivement augmente au-dessus d’un seuil) 
2.2.2 Définition du HDD (Heating Degree-Day) 
 
L’hiver, si la température est en moyenne inférieure à 18 degré Celsius, il y a une demande 
de chauffage. 
  = max 18 − ; 0 
2.2.3 Définition du CDD (Cooling Degree-Day) 
 
L’été, si la température monte en moyenne au-dessus de 18 degré Celsius, il y a une 
demande de climatisation. 
  = max  − 18; 0 
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2.2.4 Définition des dérivés d’assurance 
 
− Pay Off d’une option Call/Put 
 
Un Call, c’est-à-dire une option d’achat, est un contrat qui permet à l’acheteur de recevoir 
à la date d’échéance la différence entre la valeur, à cette date d’échéance, du cumul des 
températures rapportées à 18 degrés et un prix évalué dès la signature ou date de départ 
du contrat. 
Pour une période de n jours, la valeur versée à l’échéance pour un call et d’un put sur 
HDD vaut : 
  =  − ; 0 
 ! =  − ; 0 
Avec  
 = ∑ #   
Pour une période de n jours, la valeur versée à l’échéance pour un call et d’un put sur 
CDD vaut : 
 =  $%  − ; 0

#
& 
 ! =  $ − % ; 0

#
& 
2.3 Modèles de valorisation existants 
L’enjeu pour une entreprise soumise au risque de température est de pouvoir couvrir son 
activité contre les fluctuations extrêmes de ces deux indices. Pour prendre un exemple, 
les fournisseurs d’électricité voient leur activité baisser lorsque les températures 
hivernales sont plus clémentes. A l’opposé, un vendeur de glaces perd du chiffre d’affaire 
lorsque l’été est moins chaud. Les intérêts des uns et des autres font que le marché des 
dérivés de température peut trouver des acheteurs et des vendeurs et assurer donc un 
prix côté du dérivé. Cependant, la variable sous-jacente, la température, n’est pas 
négociable. Le marché des dérivés météorologiques est donc un exemple typique de 
marché incomplet. Par conséquent, il est donc indispensable d’introduire une prime de 
risque, notée ', afin d’obtenir des prix uniques pour ce marché ([1] Alaton P. et al.) 
2.3.1 Modèle de la température  
Plusieurs auteurs proposent de modèles différents pour l’estimation de la température. 
Les plus pertinents sont présentés ci-dessous. 
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• Modèle de Alaton ([1] Alaton P. et al.) 
Pour modéliser les variations de températures, il est nécessaire de constater que la 
température ne peut pas augmenter jour après jour sans limite. Le modèle retenu ne doit 
pas autoriser des déviations trop fortes par rapport à la moyenne. Autrement dit, le 
processus stochastique décrivant les variations de température doit proposer un retour 
à la moyenne.  
 
Mathématiquement parlant, la formule doit donc être la suivante :  
 
() = *()(! + ) − ) − '+), (! + +)(-) 
Avec )la température moyenne déterminée par la formule : 
) = . + /! +  × 1234! + 5 
donc la température  )  suit une loi normale d’espérance 6 et de variance 7) avec pour +) constant 
6) = 89)/ℱ< = < − <=>)>< + ) − '+ ?1 − =>)><@ 
=! 
7) = AB)/ℱ< = +C2 ?1 − =>C)><@ 
• Modèle de Roustant ([38] Roustant O.) 
o Le premier modèle étudié par Roustant est un modèle ARMA pour la 
température : 
  =  − D + E + D + F 
Avec 
m : tendance 
S : saisonnalité périodique de périodicité annuelle et de moyenne nulle sur une 
période  
Y : processus stationnaire centré 
 
De  cette  façon,    − D représente  une  tendance  relative,  et  E + D 
s*interprète  comme  la température moyenne en l’absence de tendance. 
 
o Le second modèle proposé par Roustant est un modèle linéaire à variance 
périodique pour la température : 
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 =   + E + G × H 
Avec   = ( × ! + = : tendance linéaire 
S : saisonnalité périodique de périodicité annuelle et de moyenne nulle sur une 
période  G =  + I. cos42 + N. sin 42 : écart type de la série supposé périodique 
2.3.2 Valorisation d’une option Call/Put ([1] Alaton P. et al.)  
 
Pour une période de n jours, la valeur à la date s pour un call et d’un put sur HDD vaut de 
façon approchée : 
 
12  = %  ≈ 183 − % 

#

#
 
  = =>R)S>)89T − ; 0/ℱ)U  
 = =>R)S>) *V −  × Φ−X + +√2Π =>
[S\C , 
 ! = =>R)S>) ] − V × $ΦX − Φ ^− V+_& +
+√2Π `=>
[S\C − =>#CabScSd\ef 
Avec 
X = g>bScS     et   h  La distribution de la loi normale centrée, réduite 
V = 89T/ℱ)U = 89T183 − ∑ # /ℱ)U=183 − ∑ 6ij#  
+ = ABT/ℱ)U   (Calcul à faire – non donnée dans l’article [1] Alaton P. et al.) 
 
3. Dérivés Catastrophes 
3.1 Introduction 
En complément des dérivés de température qui viennent d’être exposés au chapitre 
précédent, sont échangés, depuis les années 90, des dérivés catastrophe. Autant les 
versements des dérivés de température peuvent être anticipés, autant les versements 
des dérivés catastrophes sont imprévisibles tant en fréquences qu’en montants. Les 
catastrophe servant de base au calcul sont des tremblements de terre, les dégâts liés au 
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vent, à la grêle ou aux inondations, les cyclones et les émeutes. Ces dérivés catastrophes 
ont été introduits au CBOT (Chicago Board of Trade) depuis 1992. 
Le sous-jacent de ces dérivés est un indice de perte, noté k) construit à partir des pertes 
reportées par les compagnies d’assurance à l’ISO (Insurance Service Office). Il existe une 
centaine de compagnie remontant leurs pertes à cet organisme. k) représente la somme 
de toutes les pertes enregistrées dans le trimestre passé. Cet indice est comparé à 
l’ensemble des primes encaissées par ces mêmes sociétés pendant la même période. Les 
primes de la période sont notées Π. 
 
3.2 Définitions des dérivés Catastrophe 
3.2.1 L’Indice de perte lm ([19] Embrechts et al.) 
 
L’indice de perte, noté k), se subdivise en sept classes de pertes « ordinaires » et en 4 
classes de pertes « catastrophe »  
k) = % no,)
q
or#
+ % s,)
t
sr#
= k)# + k)C 
 
Les sept classes de pertes « ordinaires », notées k)# cumulent les risques suivants :  
• Assurance sur les biens matériels : la couverture contre l’incendie, le vent, l'eau et 
le vandalisme 
• Dommages physique en assurance automobile 
• Dommages sur activités commerciales 
• Dommages agricoles 
• Dommages incendies 
• Assurances habitation  
• Assurance transport autre que maritimes 
 
Les quatre classes de pertes « catastrophe » notés k)C sont les suivantes : 
• Tremblements de terre 
• Vent, grêle, inondations 
• Tempêtes 
• Emeutes 
La distinction pour le même risque entre les deux classes se fait sur le montant global du 
sinistre. Par exemple, les dommages tempêtes sont listés dans la classe (1) lorsque le 
montant reste inférieur à 30 millions de dollars et passent en catastrophe au-dessus de 
ce seuil.  
Bien que les contrats s'appellent les « contrats à terme de catastrophe », en fait, toutes 
les pertes pour les risques et les secteurs d'activité spécifiés sont incluses dans le total des 
pertes.  
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3.2.2 Futures sur Catastrophe ([19] Embrechts et al.) 
 
Les futures sur catastrophe sont des contrats trimestriels d’échéances Mars, Juin, 
Septembre et Décembre. Par exemple, le contrat de juin couvre les pertes découlant des 
événements survenus au cours du premier trimestre de la même année, comme calculé 
à la fin du mois de juin. Étant donné que la valeur du règlement est basée sur les pertes 
subies (payées plus impayées estimées), un troisième trimestre permet le règlement des 
sinistres. La négociation se termine le cinquième jour du quatrième mois suivant le mois 
du contrat. Par conséquent, pour le contrat de juin, le règlement a lieu le 5 octobre. La 
valeur de règlement du contrat est déterminée par la formule suivante : 
 
ui =  × 23 avwx ; 2d   Avec a = 25 000 $  
Autre écriture équivalente : 
ui =  × ykiΠ −  ^kiΠ − 2; 0_z 
Le future sur catastrophe est donc équivalent à une position longue sur l’indice relatif de 
perte et une position courte sur un call européen de prix d’exercice 2 sur cet indice. 
 
3.3 Modèles de valorisation 
Plusieurs modèles différents de valorisation sont proposés dans les articles cités en 
bibliographie. Embrechts et al. [19] démontrent une formule non explicite dans le cas où 
la perte suit une loi de poisson composée. Murmann [30] présentent des formules non 
explicites qu’il faut résoudre en utilisant la transformée de fourrier. Ces calculs n’ont pas 
été retenus dans cette première étape car ils nécessitent des développements trop 
chronophages pour l’instant.  Dans un premier temps, l’article plus simple avec des 
formules fermées de Aase [44] sera présenté. 
 
3.3.1 L’Indice de perte lm ([44] Aase) 
L’indice de perte E)est généralement modélisé comme suivant une loi de Poisson 
Mélange. La loi est la suivante : 
E) = % Fo
{)
or#
 
Avec N(t) le nombre de sinistres survenus à la date t et F) le montant du sinistre associé 
à la date k. En règle générale, le nombre de sinistres N(t) est supposé suivre une loi de 
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poisson de paramètre ' et F) suit une loi gamma de paramètres 3, V où  V est une réel 
positif et 3 est un entier positif. 
 
3.3.2 Futures sur Catastrophe  
Dans la suite de ce chapitre, on notera H)  l’indice de perte relatif et |  la somme des 
primes reçues par Les assureurs pendant la période considérée. On choisira par 
définition : 
H) = E)|  
Aase ([44] Aase)introduit une fonction d’utilité  }, ! = exp −X − G! pour 
déterminer les valorisations des futures conventionnels (sans appels de marge) et celles 
des futures pures (avec appels de marge). 
 
Dans le cas du CBOT, avec comme hypothèse l’indépendance des taux d’actualisation et 
avec des primes constantes, les futures sont donnés par l’équation suivante : 
 
u) = H) + 3V' − !ΠV − X# 
Pour t une date de la période (0,T) et avec 0 ≤ X ≤ V. 
4. Dérivés Longévités 
4.1 Introduction 
L’amélioration des conditions de vie à travers le monde impacte considérablement 
l’espérance de vie des individus. Depuis les années 1960, en Europe, l’espérance de vie a 
ainsi progressé d’un an tous les dix ans. Ces progrès pour l’humanité représentent 
cependant un impact inquiétant sur ceux dont l’activité consiste à assurer les revenus des 
retraites des individus âgés. En effet, les régimes de retraite à prestations définis doivent 
prévoir que les pensions peuvent être versées plus longtemps que prévu. Ils doivent donc 
compenser le coût de l’augmentation de l’espérance de vie. 
Les assureurs proposant des retraites complémentaires ou des rentes viagères ont déjà 
anticipé ces dépenses supplémentaires en réévaluant les tables de mortalité servant aux 
calculs de ces rentes. Certaines compagnies de réassurance interviennent aussi dans le 
partage des risques. Mais il reste encore des incertitudes.  
Pour que les professionnels des assurances puissent se couvrir contre ces aléas, un 
marché côté et une association, « the life and longevity markets association » (LLMA) ont 
été créés. Des indices de longévités ont été définies et désormais, il est possible 
d’échanger sur ces marchés des titres de couverture en fonction des risques à couvrir 
(longévité ou mortalité). 
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Les indices de longévité cotés couvrent les populations de l’Angleterre et l’Ecosse, de 
l’Allemagne, des Etats Unis et des Pays Bas. 
L’association LLMA regroupe les entreprises suivantes :  Aviva, AXA, Deutsche Bank, J.P. 
Morgan, Munich Re, Legal & General, Morgan Stanley, Pension Corporation, Prudential 
PLC, RBS, Swiss Re et UBS. Elle organise le marché coté en définissant notamment les 
normes de cotations et de valorisations des indices et dérivés cotés sur le marché. 
 
4.2 Définitions des dérivés de Longévité 
Les définitions suivantes déterminent les concepts les plus couramment utilisés en 
assurance vie concernant le risque de longévité. 
 
4.2.1 Taux de mortalité 
La probabilité qu’un individu d’âge x à la date t décède avant la date t+1 est notée !, . 
Cette probabilité est définie par : 
!,  = 1 − = `−  V ,  − ! +  ( )#) e 
Avec V!,  le taux instantané de décès à la date t pour l’âge x 
 
4.2.2 Indice de survie 
L’indice de survie représente la proportion qu’une large population d’âge x à la date 0 
survive à l’âge x+t à la date t. L’indice de survie est défini par la formule suivante : 
E!,  = = `−  V ,  +  ( )D e 
4.2.3 Probabilité de survie 
La probabilité qu’un individu d’âge x à la date 0 et encore en vie à la date t survive jusqu’à 
la date u est définie par : 
!,  ,  = 8 `E , E!,  /ℑ)e 
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4.2.4 Obligations zéro coupon sur la longévité 
Une obligation zéro coupon sur la longévité, noté /!, ,  , représente le prix en t, d’un 
flux de montant E,  payé à la date T. Elle est donnée par la définition suivante : 
/!, ,  = 8 `= `−  B ( i) e × E, /ℑ)e 
En supposant que la longévité est indépendante des variations de taux, on obtient donc : 
/!, ,  = H!,  ×  8E, /ℑ) = H!,  × /!, ,  
4.2.5 Q-forward contract 
Un q_forward contrat est un produit qui permet à deux contreparties d’échanger à une 
date d’échéance T, un montant égal à la réalisation du taux de mortalité d’une population 
donnée contre un taux fixe de mortalité prévu au départ. 
_B4B( = !233= × Rés<é − Ré0,  
4.2.6 S-forward contract 
Un S_forward contrat est un produit qui permet à deux contreparties d’échanger à une 
date d’échéance T, un montant égal à la réalisation du taux de survie d’une population 
donnée contre un taux fixe de survie prévu au départ. 
E_B4B( = !233= × Rés<é − Ré0,  
 
4.2.7 Obligations indexées sur la longévité 
Une obligation indexée sur la longévité est une obligation classique dont le 
remboursement in fine dépend de l’indice de survie. Les flux d’une obligation d’échéance 
T et de dates de coupons t=1 à T-1 sont les suivants : 
o Pour t = 1, 2,…,T-1 
u ! =  k/n + EB=( 
o Pour t = T 
u   =  k/n +  EB=( +  0, $100% − % hE)
i
)r#
& 
Où hE) est une fonction de l’indice de survie de la date t. 
 
4.3 Modèles de valorisation 
La modélisation de la longévité demande, dans un premier temps, de définir les 
fluctuations du taux instantané de décès. En effet, ce taux est à la base de tous les 
concepts plus complexes exploités dans l’étude de la longévité. 
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Plusieurs doctrines se partagent un grand nombre d’articles présentant des types de 
modèles variés appliqués à ce taux instantané de décès. Deux mouvements sont plus 
présentés dans les deux sous parties ci-dessous. 
4.3.1 Modèle du taux instantané de décès 
• Modèle de Lee Carter 
 
Le modèle de Lee Carter date de 1992. Le taux instantané de décès dépend de trois séries 
de paramètres : X donne le niveau moyen de mortalité à chaque âge x, ) représente la 
vitesse d’accroissement de ma mortalité dans le temps et  évalue l’écart de la mortalité 
par rapport à se vitesse moyenne. Enfin )reflète les écarts négligeables des variations 
des taux instantanés de décès.  
La formules est la suivante : 
 3V) = X + ) + ) 
 Où ) = ! + I + ) 
Avec ) variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi normale 0, +C  et ) un bruit blanc gaussien de variance +. Des conditions sur les paramètres   et  Xpermettent enfin d’obtenir l’unicité des valeurs observées pour ces variables. 
 
• Modèles stochastiques 
 
Les modèles stochastiques proposent de considérer que le taux instantané de mortalité 
futur est lui-même aléatoire et suit un processus stochastique. Ce taux est solution d’une 
équation différentiel stochastique de la forme générale suivante : 
 (V!,  = !, (! + I!, ′(-! 
où !,  et I!,  (de dimension n) sont des processus prévisibles et -! est un 
brownien standard de dimension n. 
 
Un grand nombre de modèles distincts proposent de choisir pour a et b des processus 
précis de forme différentes. 
  
 Les plus courants sont : 
o le modèle d’Ornstein-Uhlenbeck dont l’équation est donnée par : 
 
 (V!,  = ? − V!, @(! + +(-! 
 
o le modèle de Cox-Ingersoll-Ross donné par : 
 (V!,  = ? − V!, @(! + +V!, (-! 
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4.3.2 Valorisation des produits dérivés sur longévité  
 
Les formules de valorisation des produits dérivés de longévité sont les mêmes que les 
produits dérivés sur taux. En effet, les modèles de taux et de longévité présentent tous 
une intensité stochastique (taux d’intérêt ou taux instantané de décès). Si on considère 
comme hypothèse que le marché de la longévité est complet et sans arbitrage (même 
hypothèses que le marché de taux) les formules de valorisation des produits dérivés de 
taux s’appliquent aussi aux dérivés de longévité. ([6] Blake et al. 2004) 
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5. ANNEXE 
5.1 Adresse EIOPA de la nomenclature des codes CIC 
http://eiopa.europa.eu/Publications/Consultations/EIOPA-14-052-Annex_IV_V_-_CIC_table.xls 
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